IES Padre Juan de Mariana Departamento de Matematicas
Curso 2009/10 Matrices y determinantes

1. a) Sean A, By X matrices cuadradas de orden n. Despeja X en la ecuacion X.A=2X + B?

1 0 1 2 2 0
b) Calcula la matriz X, siendo A= ( o1 0 ) B= ( 0 4 D)
1 0 1 w0 0 4

Solucién:

XA=2X+B*=>XA-2X=B’=X(A-2ld)=B*=
a) X.(A-2ld).(A -2ld)*=B*.(A-2ld) "=
X =B%.(A-2ld)*

(.)

4 12 0 -1 0 1 1
b) B°=|0 16 0 (A-2ld)=| 0 -1 0 (A2Id% 2 0
0 0 16 1 0 -3 Q 1 01
-6 -12 1
X =B%(A-2ld)"'=| 0 -16 8 0
-8 0 4 0 4
2. a) Clasifica, en funcidn del pardmetfo k.l siguiente sistema de ecuaciones
kx —y—z = 12 \
Sx+3y+3z = 0
3x+2y+kz = 1
b) Resuélvelo para k=0, si es s&
)
SOLUCION. @
N k -1 -1/2
a) Escribimos la r iada al sistema 5 3 310).Calculamos el rango de la
3 2 k|1
matriz eficientes. Como es una matriz cuadrada de orden 3, lo mas sencillo es
calc erminante de la matriz A.
k -1
A=|5 3 Det(A) = (k-2).(3k+5)
3 2 k

Por tanto:
-5 «
o Sik#2,y, k= 3 entonces se tiene Rg(A) = Rg(A ) = 3 = n2? incognitas, luego

el sistema es COMPATIBLE DETERMINADO (solucidn Unica que obviamente
dependera del valor de k)
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e Sik=2, tenemos que Rg(A)=2,y,Rg(A") =3, luego el sistema es INCOMPATIBLE.
e Sik=-5/3, tenemos que Rg(A) = 2, Rg(A’) = 3, luego el sistema es INCOMPATIBLE.

b) Resolvamos ahora el sistema para k=0, que como hemos visto antes saldra
COMPATIBLE DETERMINADO
Se puede resolver por Cramer, o por el método de Gauss y el resultado es:

6 -13 -7
X==, =—— =

= , 7=—
5 Y10 10

3. a) Sean A, B y X matrices cuadradas de orden n. Despeja la matriz X en I% A.X.B
= B?

00 -1 -
b) Calcula la matriz X siendo A= ( 0 1 —1) =
\1 -1 0 \

Solucién:
a) AXB=B? =>ATAXBB'=A'B’B*=X

0 1 2
b) X=A"B=|-1 1 1 ®
-1 0 -2

4. a) Calcula, en funcién del para soluciones de la ecuacion
x x—-1 1 _1 _‘% 0
0 1 21— =
-1 2 0 e \J
» Q0 k
b) éPara qué val ed¥acion anterior tiene una Unica solucién?

Solucion.

=k—-x>= 3-6x-k+x*=0=>

R

|

[N
~ X O X
X b O B

V36 — + /

_6+V36 12+4k=6_,/4(6+k)=64_r2 k+6=3im
2 2 2

b) Si k =-6, la solucién es Unicay es X =3.

x* —6x+(3-k)=0=x

x —3 1
5.Sabiendo que |y 0 1| =4, calcula el valor de los siguientes determinantes:
z 7 1
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- 2 - 7 xr =3 1 2
22 =47 3 y 0 1 2
a) |r/2 ¥ 3 b) z 7 1 2
2 x+3 3 0 6 0 2
Solucion:
z
— z+7 3
2 3 z 1 z 3
y
a) |5y 3=y vy I+ =(-6)=-9
2 2 2
X X X X -3
— x-3 3
2

b) Desarrollamos por los elementos de la cuarta fila

e
x -3 1 2
x 1 2 X -3
y 0 1 2
=6.y 1 2+2]y O =0+2.6<12
z 1 2
z 1 2 z 7
0 0 2 \
6. a) Clasifica el siguiente sistema segun los v ametro Kk,
®
x-2y+kz=0
-ky+2z=0 esuélvelo para k= - 2
2x-y+(k+1)z=0
x+y+z50
Solucidn. \
Es un sistema homo (t&ios los términos independientes son iguales a cero) luego
nunca puede_seRi atible. También sabemos que en los sistemas homogéneos que
son compati erminados la solucidn uUnica es la solucién trivial (x=y=z=...=0)
Calcul e o de la matriz de los coeficientes en funcion del pardmetro k.
k
0 - : o
Rg 5 1 ka1l Cuando una matriz no es cuadrada, la manera mas comoda es tomar
— +
1 1 1

un determinante del mayor orden posible que tenga pocas k y estudiar cuando es distinto
de cero y cuando es cero.
Para aquellos valores que sea distinto de cero (que serdn infinitos) el rango serd el orden
de dicho determinante, y sélo habrd que estudiar aparte el rango de la matriz inicial para
los valores que hayan hecho cero al determinante elegido (que son muy pocos)
Elegimos el determinante i -2 k
DET a -k 2 k - k-8
1 11
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e Luegosi k#3,k#-2,elRg(A)=3,y como es homogéneo y tiene tres incognitas,
el sistema es compatible determinado con solucién trivial x=y=z=0

Veamos ahora el Rango de A cuando k=3, y cuando k=-2

1 -2 3
) 0 -3 2
e Sik=3, comprobamos que Rg =2
2 -1 4
1 1 1
luego el sistema es compatible indeterminado con 1 grado de libertad. Q
1 -2
) 2
e Sik=-2, comprobamos que Rg 1
1 1
luego el sistema es compatible indete‘min co
Vamos a resolverlo como pide el ap 0'h).
Como el rango es dos, lo que %} ue de las 4 ecuaciones iniciales, sélo hay dos
gue son linealmente inde e% r eso, tomamos la segunda y la cuarta ecuaciones
=0
y nos queda el sistem 0’ gue evidentemente tiene como conjunto de

Xty*z =

soluciones la ntes: {y=-4.
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‘1 0 I

7. Dada la matriz A= ( 01 1) . Se pide:
0 0 1

a) Encuentra la expresion de la potencia n-ésima de A. En otras palabras, calcula la
expresion de A", donde n es un nimero natural cualquiera.

b) Razona que la matriz A" tiene inversa para cualquier valor de n, y calcula dicha matriz
inversa.

Solucién.
a) Vamos a calcular las primeras potencias de A para ver la regla de formaciénc

1 00 1 00 1 00 10
A=(0 1 1 A’=|0 1 2 A0 1 3. A"=|0 1
0 0 1 00 1 00 1 0 'S

b) Para estudiar si una matriz tiene inversa tenemos que e r éuando su
determinante es distinto de cero.

Asi, como det (A") = 1, para cualquier valorden, r ue'A” tiene matriz inversa
independientemente del valor de n

1 0 O

>
Resulta que é\n)= 0 1 -n
0

0 1
8. Encuentra, si es posible, u r de>p ametro k, para que el sistema
-ky+2z=0 \ a) Sea compatible determinado
2x-y+(k+1) z Y b) Sea compatible indeterminado

c) Sea incompatible

X+y+z

istema homogéneo (todos los términos independientes son nulos), luego
nunca puede ser incompatible.

Serd compatible determinado cuando el rango de la matriz de los coeficientes sea 3, y
sera compatible indeterminado cuando el rango de la matriz de coeficientes sea < 3.
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Calculamos el rango mediante el determinante de la matriz de coeficientes.

0 -k 2
2 -1 k+l=-k?+k+6=0<=k=3k=-2
1 1 1

e sik#3,k#-2,elsistemaes COMPATIBLE DETERMINADO (y como es

homogéneo la solucién es la trivial x=y=z=0)

e sik=3,0, k=-2, el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO



